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Zusammenfassung

Das Prinzip der maximalen Entropie ist ein Verfahren der kunstlichen In-
telligenz, mit dem fehlendes stochastisches Wissen generiert werden kann.
Dadurch ist die Methode fir alle Aufgabenstellungen anwendbar, in denen
temporar oder dauerhaft nur unvollstandiges Wissen vorliegt. Das Prinzip
fugt zu vorhandenem liickenhaften Wissen so viel, wie mdglich Unsicher-
heit hinzu und minimiert dadurch nicht gerechtfertigte sichere Annahmen.
Anhand eines einfachen Beispiels mit zwei booleschen Zufallsvariablen
wird die Uberwachungseinrichtung einer Produktionsanlage modelliert.
Dabei liegt (iber die Gite der Uberwachung nur unvollstiandiges Wissen
vor. Aus den gegebenen Informationen werden nun die Berechnungs-
schritte hin bis zu einer vollstandigen Wahrscheinlichkeitsverteilung de-
monstriert. Diese Verteilung reprasentiert das vollstandige Wissen aller
Zusammenhdnge des Modells. Die so gewonnene Wahrscheinlichkeitsver-
teilung wird abschlieBend zur Bewertung der Giite der Uberwachungsan-
lage genutzt und ermdglicht dabei statistische Aussagen, welche mit dem
urspringlich gegebenen Wissen nicht mdglich waren.

1 Einleitung

Das Prinzip der maximalen Entropie ist eine Methode zur Ermittlung unbekannter Wahrschein-
lichkeiten. Damit kann aus stochastischen Modellen ber Zusammenhénge zwischen Zufalls-
variablen, deren Parameter zunéchst nur teilweise bekannt sind ein vollstdndiges Modell er-
zeugt werden. In dem vorliegenden Artikel werden die Grundlagen der Methode kurz beschrie-
ben und deren Anwendung anhand eines einfachen Beispiels erklért.

Zusammenhange zwischen Zufallsvariablen kénnen durch ihre Wahrscheinlichkeitsverteilung
beschrieben werden. Dabei enthalt diese Verteilung Angaben tber die Wahrscheinlichkeiten
aller moglichen Kombinationen aller Zufallsvariablen. Haufig sind allerdings nicht alle Quan-
titdten dieser Kombinationen bekannt. Die Methode der maximalen Entropie ermittelt dann das



fehlende Wissen iber einzelne Zusammenhange derart, dass der Wahrscheinlichkeitsverteilung
so wenig, wie moglich vermeintliches Wissen hinzugefligt wird. Dadurch entsteht eine voll-
stdndige Wahrscheinlichkeitsverteilung, welche beliebige Aussagen uber die einzelnen Zufalls-
variablen und deren Zusammenhénge erméglicht.

Das Prinzip der maximalen Entropie kommt in unterschiedlichsten Doménen zur Anwendung,
wie z. B. Anfragebewertung im Anlagengeschaft, technische Diagnosen, medizinische Diagno-
sen [1], Mustererkennung, Information Retrieval oder der Sicherheitsbewertung von Fahrsitu-
ationen im StralRenverkehr [2].

Der vorliegende Beitrag, gibt eine Einfihrung in das Prinzip der maximalen Entropie, um dem
Leser ein Basiswissen fur den Einsatz der Methode zu vermitteln. Zunéchst werden die Grund-
lagen des Prinzips vorgestellt. Zusatzlich wird der Lagrange-Ansatz als ein Verfahren zur Be-
rechnung der maximalen Entropie préasentiert. Zur Vertiefung dieser beiden Themen finden
sich in dem Abschnitt eine Reihe von Literaturhinweisen. Im darauffolgenden Abschnitt wer-
den die eingefiihrten Grundlagen auf ein Einfachstmodell angewendet und in einem weiteren
Abschnitt in einem Berechnungsbeispiel umgesetzt.

2 Das Prinzip der maximalen Entropie

Grundlage des Prinzips der maximalen Entropie ist die Informationstheorie, welche wesentlich
auf Arbeiten von C laude E. Shannon [3] zuriickgeht. Die Informationstheorie umfasst die
Quantifizierung, Ubertragung und Speicherung von Informationen. Die Inhalte dieses Ab-
schnitts sind zum uberwiegenden Teil Ausziige aus einer Dissertationsschrift [2]. Dort finden
sich vertiefende Informationen und weitere Quellenangaben.

Ein einfaches Modell der Nachrichtentibertragung besteht aus einem Sender (Quelle), einer
Ubertragungsstrecke und einem Empfinger (Senke) [4]. Dabei ist die Bedeutung einer Nach-
richt fur den Empfanger von seinem Informationsgewinn gegeniuber seinem bisherigen Wis-
sensstand abhangig. So erhoht beispielsweise eine dem Empfanger bereits bekannte Informa-
tion das Wissen des Empféangers nicht. Shannons Informationstheorie stellt ein quantitatives
Mal zu dieser qualitativen Aussage bereit und verknupft den Informationsgehalt einer Nach-
richt mit dem Kehrwert seiner Auftrittswahrscheinlichkeit. Der Informationsgehalt einer Nach-
richt kann anschaulich auch als ein Uberraschungs- oder UnsicherheitsmaR [4] interpretiert
werden, weswegen Nachrichten auch als Zufallsvariablen betrachtet werden kénnen.

Definition
Gegeben seien eine diskrete Zufallsvariable V = {v;, v,, ..., vg} mit den zugehodrigen Wahr-

scheinlichkeiten P = {P(v,), P(v5), ..., P(vg)}!. Dann betragt der Informationsgehalt 7(v;)
eines Zeichens vy,

I(v) = log2< ) [Bits], k=1,.., K Vv, €V. (2.1)

P(vy)

L P(v,,) steht als Kurzschreibweise fiur P(V = v,).



Glg. (2.1) besagt u. a., dass der Informationsgehalt eines sicheren Ereignisses mit P(v;) = 1
gleich Null ist, da der Wissensstand des Empféangers hierdurch nicht erhoht wird. Des Weiteren
erkennt man, dass der Informationsgehalt einer sehr unwahrscheinlichen Nachricht, wie z. B.
,,ich habe eine Sechs im Lotto* sehr hoch ist.

Aufbauend auf obiger Definition des Informationsgehalts eines Elementarereignisses v, einer
Zufallsvariablen V kann der gewichtete Informationsgehalt aller Elementarereignisse dieser Zu-
fallsvariablen ermittelt werden und wird als deren Entropie H (P) bezeichnet.

Definition

Gegeben seien eine diskrete Zufallsvariable V = {v;, vy, ..., vg} mit den zugehoérigen Wahr-
scheinlichkeiten P = {P(v,), P(v), ..., P(vg)} und mit I(v; ) deren jeweiliger Informations-
gehalt. Dann betrégt die Entropie H der Verteilung P [5]:

H(P) = Z[P(vk) Il k=1,.,K. 2.2)

k

Die Entropie H (P) ist ein MaR flr die Unsicherheit der Wahrscheinllichkeitsverteilung einer
oder mehrerer Zufallsvariablen?. Sind alle moglichen Elementarereignisse v, gleich wahr-
scheinlich, so spricht man von einer Gleichverteilung. Diese besitzt unter allen mdglichen Ver-
teilungen die groitmogliche Entropie, da hierbei die hochste Unsicherheit Uber den Ausgang
eines Experiments besteht. Besitzt ein Elementarereignis v, die Wahrscheinlichkeit Eins, so
gilt H (P) = 0, da es keinerlei Unsicherheit (iber den Ausgang eines Experiments gibt.

Ein bekanntes Beispiel der Entropiefunktion ist die sogenannte Shannon-Funktion gemar Ab-
bildung 1, welche die Entropie H(P) einer bindren Zufallsvariablen V = {v,,v,} mit P =
{P(v,),1— P(v,)} beschreibt. Man erkennt, dass bei sicherem P(v,) = 0 oder P(v,) =1 —
P(v;) = 0 die Entropie H gleich Null ist, da in diesen Fallen keine Unsicherheit herrscht. Ma-
ximale Entropie liegt bei P(v,) = P(v,) = 0,5 vor, da hier beide méglichen Ereignisse v, und
v, gleich wahrscheinlich sind. Der Maximalwert H (P) = 1 ergibt sich hierbei aus der Wahl
des Logarithmus Dualis log,.

Definition

Die Menge aller méglichen Kombinationen der méglichen Ereignisse (oder auch Auspragun-
gen genannt) aller I Zufallsvariablen V. = {V;,V,, ....V;} wird als deren Ereignisraum P (V) be-
zeichnet.

Ordnet man jedem der Z Elemente von P (V) eine Wahrscheinlichkeit P,, z € 1, ..., Z zu, S0
entsteht der zugehoérige Wahrscheinlichkeitsraum (P, P, V).

Der Wahrscheinlichkeitsraum (P, P, V) enthalt die Wahrscheinlichkeitsverteilung P und be-
schreibt die stochastischen Zusammenhénge aller Zufallsvariablen. Haufig sind allerdings nicht
alle Elemente von P bekannt und bei groRen Wahrscheinlichkeitsraumen ist die experimentelle

2 Der Begriff Entropie wird auch in der Thermodynamik verwendet. Dabei ist die Entropie S ein MaR fir die
Irreversibilitat eines Prozesses, wobei in der Regel nicht die Entropie S selbst, sondern deren Anderung AS be-
trachtet wird.
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Bestimmung einer Vielzahl fehlender Elemente nahezu unmdglich. Aus mathematischer Sicht
besteht dann eine Situation, in der nicht geniigend Bestimmungsgleichungen zur Verfligung
stehen und daher die Lésungsmenge groRer Eins ist. Gesucht ist somit eine Strategie, den best-
maoglichen Reprasentanten P* unter einer Vielzahl zuldssiger Wahrscheinlichkeirsverteilungen
P zu finden.
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Abbildung 1: Shannon-Funktion einer binéren Zufallsvariablen V.

Zulassige Losungen des Problems sind alle Verteilungen P, welche die verfiigbaren Nebenbe-
dingungen, also das vorhandene Wissen sowie die Normierungsbedingung? erfiillen. Sei R die
Menge aller gegebenen Nebenbedingungen und P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, welche
alle R erfullt, so nennt man P den epistemischen Zustand [6] von R und schreibt P = R.

Der amerikanische Physiker Edwin Thompson Jaynes formulierte in ,,Probability Theory: The
Logic of Science* [7] ein Postulat fiir die Eigenschaften des bestméglichen Représentanten P*
aus einer Menge P von Verteilungen, welche die Nebenbedingungen R erfillen. Jaynes for-
derte, dass eine zunéchst unbekannte Wahrscheinlichkeitsverteilung P so zu wéhlen sei, dass
diese maximale Entropie besitzt. Dadurch ist sichergestellt, dass P* grofitmogliche Unsicherheit
reprasentiert, was im Umkehrschluss bedeutet, dass so wenig, wie moglich vermeintlich siche-
res Wissen hinzugefiigt wird. Dieser Grundsatz wird das Prinzip der maximalen Entropie ge-
nannt. Mit diesem Postulat transformierte Jaynes die Erzeugung fehlenden Wissens in ein Op-
timierungsproblem.

Definition

Gegeben seien ein Ereignisraum P (V) mit zugehdrigem Wahrscheinlichkeitsraum (P, P, V)
sowie eine Menge R von J Nebenbedingungen in Form eines linearen Gleichungssystems.

3 Die Normierungsbedingung besagt, dass die Summe aller Wahrscheinlichkeiten einer Verteilung gleich Eins ist.
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Dann ist die gesuchte optimale Verteilung P* € P so zu wahlen, dass die Entropie H (P) ma-
ximal ist und P* alle Nebenbedingungen R erfllt:

P* =argmax(#(P)), PER,P'€P. (2.3)

Nebenbedingungen als Wissen Giber Zusammenhdange zwischen Zufallsvariablen sind h&ufig in
der Form von bedingten Wahrscheinlichkeiten (auch Konditionale genannt) gegeben. Dabeli
wird die Wahrscheinlichkeit x; eines Ereignisses B; unter der Bedingung, dass ein Ereignis A;
vorliegt formal wie folgt beschrieben:

R = {P(Bj| Aj) = xj}, 0<x;=<1 (2.4)

Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeitsverteilung P* mit maximaler Entropie missen die Ne-
benbedingungen R = {R;} als algebraische Gleichungen vorliegen. Zur Wandlung von Kondi-
tionalen der Form (2.4) in algebraische Gleichungen dient folgende Formel*:

P(BjA;)-(1—x)—P(B;A) x=0, 0<x <1 2.5)

Die Maximierung der Entropie H einer Verteilung P stellt ein Optimierungsproblem dar. Die
zu optimierende Zielfunktion H (P) ist wegen des enthaltenen Logarithmus Dualis nichtlinear
und mit den Regeln R liegen typischerweise auch Nebenbedingungen vor. Man spricht dann
von einem nichtlinearen Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen. Da die Entropiefunk-
tion H (P), wie exemplarisch in Abbildung 1 zu erkennen konkav ist [8], stellt das Optimum
der Funktion stets ein globales Optimum dar, was die Ermittlung von P* erheblich vereinfacht.

Eine mdgliche Hilfsfunktion ist die sogenannte Lagrange-Funktion £ [9], bei der jede der J
Nebenbedingungen® mit einem Faktor A; multipliziert und zur Zielfunktion addiert wird. For-
mal wird diese Funktion beschrieben durch

L= _ZPZ-logZ(PZ) +Z,1j ‘R, z=1,.,Zj=1,.]. 2.6)
z ;

L ist eine Funktion in den Veranderlichen P, und 4;, deren analytische Optimierung analog zur
Extremwertbestimmung von Funktionen in einer Veranderlichen erfolgen kann. Dabei wird an-
statt der ersten Ableitung der Funktion deren Gradient gebildet und die Untersuchung der zwei-
ten Ableitung durch die Bestimmung der Definitheit der Hesse-Matrix ersetzt. Bei Bedarf kon-
nen diese elementaren Methoden in Grundlagenwerken, wie z. B. [10] repetiert werden. Die
Bestimmungsgleichungen des Gradienten von £ lauten:

VPZ,A]'L == g (27)

Bzw.

4 Die Herleitung der Formel findet sich neben weiteren vertiefenden Informationen zum Prinzip der maximalen
Entropie in [2].

5> Die Nebenbedingungen miissen hierbei als Nullstellen von Funktionen definiert sein. Dadurch dirfen sie jeder-
zeit zu einer Zielfunktion addiert werden.
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ap, " a7
: : (2.8)

oL oL

E = 0, a_ﬂ.] =0

Glg. (2.8) beschreibt ein System nichtlinearer algebraischer Gleichungen, welches nur in ein-
fachen Fallen (kleiner Ereignisraum, wenige Nebenbedingungen) analytisch lgsbar ist.

In den folgenden Abschnitten wird ein sehr einfaches Beispiel zum Prinzip der maximalen Ent-
ropie zundchst in symbolischer Form und danach als Zahlenbeispiel présentiert.

3 Ein Einfachstmodell

Das Einfachstmodell besteht lediglich aus zwei booleschen Zufallsvariablen V; und V, und
dient der Beschreibung des Rechenwegs der Methode der maximalen Entropie.

Grundlage des Modells ist der Modus Ponens, welcher eine Inferenzregel der klassischen Aus-
sagenlogik darstellt [1]. Dabei wird von einer Aussage V; und einer Regel V; — V, auf eine
Aussage V, geschlossen.

Beispiel®

Bei der Getrankeproduktion wird die Beflillung von Flaschen automatisch tGberwacht. Dabei
werden defekte Flaschen aussortiert.

Aussage V;: ,,Flasche ist defekt*

Regel: V; = V,:,,Wenn die Flasche defekt ist, dann wird sie aussortiert®

Schluss V,: ,,Die Flasche wird aussortiert®

Die Ubertragung dieser Inferenzregel in die Wahrscheinlichkeitsrechnung fihrt zur Wahr-
scheinlichkeit P(V;) = p, der Aussage V; sowie zu P(V,|V;) = pg, welche die Wahrschein-
lichkeit der Regel V; — V, représentiert. Gesucht ist dann die Wahrscheinlichkeit P(V,) der
Aussage V,. Die Berechnung von P(V,) mit der Methode der maximalen Entropie ist Gegen-
stand des Einfachstbeispiels.

3.1 Berechnungsmethodik

Die beiden Zufallsvariablen V; und V, kdnnen bei gleichzeitiger Betrachtung folgende vier Zu-
stdnde einnehmen und bilden zusammen den Ereignisraum P (V):

® Dieses Beispiel wird im Kapitel 4 ausfiihrlich diskutiert.

-6 -



PW) = {(V,Va), (Vy, Vo), (Vy, V), (V, V) }. 3.1)

Ordnet man jedem Element von P (V) eine Wahrscheinlichkeit P(P(V) ) zu, so wird diese
Zuordnung Wahrscheinlichkeitsfunktion oder W -Funktion genannt. Die W -Funktion bildet so-
mit den Ereignisraum P (V) in den Wahrscheinlichkeitsraum (P, P, V) ab, welcher die Wahr-
scheinlichkeiten aller moglichen Zustande der Produktmenge von V; und V, beinhaltet. Dabei
gilt:

P:P(V) = [0,1]. (3.2)

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P des Einfachstmodells besteht aus folgenden vier Elemen-
ten P,:

P, = P(V1,V2)
p, = P(V,V2)
p, = P(V1,V2) (3.3)
P, =P(V1,V2)

3.1.1 Vorhandenes Wissen

Das vorhandene Wissen aus dem probabilistischen Modus Ponens muss als System algebrai-
scher Gleichungen der Variablen P, gemal ((2.3) formuliert werden.

Dabei gelten die Aussage V; mit der Wahrscheinlichkeit P(V;) = p, und die Regel V; - V,
mit der Wahrscheinlichkeit P(V,|V;) = pg:

P(V1)=P(V1:V2)+P(V1:172)=P1+P2=pA' 0<ps=1 (3-4)
P(Vy » V) = P(V,|Vy) = pg, 0<pr=1 (3.5)

Die Wandlung einer bedingten Wahrscheinlichkeit P(V,|V;) = pg in Glg. (3.5) erfolgt nach
folgender Formel [2]:

P(V2|V) =pr o P(V5, V1) - (1 —pr) — P(VZ'Vl) "pr=0 (3.6)

Zusatzlich zu diesen Regeln muss auch stets die Normierungsbedingung der Wahrscheinlich-
keitsrechnung gelten:

P1+P2+P3+P4:1 (37)

Mit den Formeln (3.4), (3.6) und (3.7) stehen drei Gleichungen fiir die vier unbekannten Wahr-
scheinlichkeiten Py, ..., P, zur Verfugung, wodurch das Gleichungssystem unterbestimmt ist.
Zur Losung des Problems wird das Prinzip der maximalen Entropie [7] angewandt Das Prinzip
uberflhrt die Aufgabe der algebraischen Ldsung des Gleichungssystems in ein Optimierungs-
problem, dessen Losung in Abschnitt 3.1.2 beschrieben wird.



3.1.2 Optimierung

Die bzgl. der Z Elemente p, von P zu maximierende Entropiefunktion [4] lautet:

H(P) = —ZPZ -log, (B,), P,LeEROLSP<1z=1,..,~Z2 (3.8)
z

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung P* aus einer Menge von Verteilungen {P}, wel-
che maximale Entropie besitzt und dabei die gegebenen Nebenbedingungen R erfillt. Formal
wird die Berechnung von P* wie folgt beschrieben:

P = argmglx(}f(P)), P = R. (3.9)

Dabei bedeutet P = R, dass von jeder zuldssigen Verteilung P semantisch auf alle gegebenen
Regeln R geschlossen werden kann.

Das Optimierungsproblem gemaR Glg. (3.9) ist aufgrund der Logarithmusfunktion in Glg. (3.8)
nichtlinear und besitzt als Nebenbedingungen R die Gleichungen (3.4), (3.6) und (3.7). Die
analytische Losung des Optimierungsproblems kann gemaR Abschnitt 2 mit der Lagrange-Me-
thode [11] erfolgen, bei der die Nebenbedingungen, nach Null aufgeldst, in die zu optimierende
Zielfunktion integriert werden. Dabei wird jede Nebenbedingung mit einem Streckungsfaktor
genannt Lagrange-Multiplikator A; multipliziert und das Optimierungsproblem mit Nebenbe-

dingungen in einer einzigen zu optimierenden Hilfsfunktion, £ zusammengefasst:

L:—zPZZOQZPZ-i'ZAJ(g]B,), Z=1,'Z']=1,'] (310)
z J

Dabei beschreiben C die Koeffizientenmatrix der Nebenbedingungen’, C; die Koeffizienten der
j-ten Nebenbedingung und P den Spaltenvektor der gesuchten Wahrscheinlichkeiten. Somit
stellt C; P das Gleichungssystem aller Nebenbedingungen dar.

Die Ermittlung des Maximums® der Lagrange-Funktion £ erfolgt nach Abschnitt 2 durch Be-
rechnung ihres Gradienten und Nullsetzen aller partiellen Ableitungen. Hieraus resultiert ein
algebraisches Gleichungssystem, dessen Losung die gesuchten Wahrscheinlichkeiten

P1, P2, P3 Und p, ergibt. Es gilt

VL =0, (3.11)

was bedeutet, dass L partiell nach allen Variablen P, € P und 4; abzuleiten ist. Daraus resultie-
ren Z + J algebraische Gleichungen®, von denen jede gleich Null zu setzen ist. Aus dem algeb-
raischen Gleichungssystem sind nun die, in diesem Fall nicht interessierenden drei Lagrange-
Multiplikatoren 4; zu eliminieren, so dass bei Z = 4 vier Gleichungen verbleiben, welche nach

den gesuchten Wahrscheinlichkeiten P; bis P, aufzulésen sind.

" Hierbei wird von homogenen Gleichungen als Nebenbedingungen ausgegangen. Im Fall inhomogener Gleichun-
gen konnen diese durch die Normierungsbedingung in homogene Gleichungen berfiihrt werden.

8 Da die Entropiefunktion konkav ist [8], stellt das gefundene Maximum stets ein globales Maximum dar.

% Im gewahlten einfachen Beispiel des Modus Ponens betragen Z = 4 und J = 3.
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4 Berechnungsbeispiel

Eine Getréankeabfillanlage wird automatisch tberwacht. Dabei sollen schadhafte Flaschen aus-
sortiert werden: Allerdings werden nicht alle Schaden erkannt und teilweise auch fehlerfreie
Flaschen als defekt gemeldet / beanstandet. Daher gibt es insgesamt vier mogliche Konstellati-
onen:

defekt A beanstandet

nicht defekt A beanstandet
defekt A nicht beanstandet
nicht defekt A nicht beanstandet

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
Die Uberwachungseinrichtung meldet bei jeder tiberpriiften Flasche ein Kontrollergebnis, wel-
ches durch eine boolesche Variable V; représentiert wird:

V; = {(nicht beanstandet), (beanstandet)}.

Zusétzlich kann der tatsachliche Zustand jeder Flasche durch eine weitere boolesche Variable
I/, beschrieben werden:

V, = {(defekt), (nicht defekt)}

Zur besseren Lesbarkeit der nachfolgenden Berechnungen werden folgende Zuordnungen ge-
troffen:

V; = b: beanstandet

V, = b: nicht beanstandet
V, = d: defekt

V, = d: nicht defekt

Aus statistischen Untersuchungen des Abfiillprozesses sind folgende Wahrscheinlichkeiten be-
kannt:

e 5% aller Flaschen werden beanstandet: p(b) = 0,05.
e 1% aller defekten Flaschen waren nicht beanstandet worden: p(b|d) = 0,01.

Diese beiden Erkenntnisse lassen aber einige Fragen offen, wie z. B.: Wie hoch ist die Wahr-
scheinlichkeit P(d)10 fur tatsachlich defekte Flaschen? Die Antwort lasst sich nicht aus den
Ergebnissen der statistischen Untersuchungen ablesen, da dort beispielsweise keine Angaben
gemacht werden Uber den Anteil P(d, b) beanstandeter Flaschen, welche tatsachlich defekt
sind. Fir die gesuchte Wahrscheinlichkeit P(d) gilt:

P(defekt) = P(d) = P(d,b) + P(d,b) =? (4.1)

10 p(a) steht als Kurzschreibweise fur P(V, = d).



Genauso wenig, wie diese Fragestellung kénnen auch andere Zusammenhange nicht direkt aus
dem gegebenen Wissen berechnet werden. Ganz offensichtlich reicht das vorhandene Wissen
aus den zuvor beschriebenen statistischen Auswertungen nicht aus, um damit alle Elemente
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung der beiden Zufallsvariablen V; und V, zu berechnen. Daher
soll das fehlende Wissen mit der Methode der maximalen Entropie ermittelt werden.

4.1 Wahrscheinlichkeitsverteilung

Die zugehdrige Wahrscheinlichkeitsverteilung P kann als Matrix dargestellt werden und ihren
Z Elementen zur weiteren Vereinfachung jeweils ein Variablennamen p, zugewiesen werden**:

Tabelle 1: Elemente und Variablennamen der Wahrscheinlichkeitsverteilung P.

P1=P(d;b) P3:P(d,5)

P, =P(d,b) | P,=P(db)

Liegen alle Elemente dieser Wahrscheinlichkeitsverteilung als Zahlenwerte vor, so kdnnen hie-
raus alle interessierenden Wahrscheinlichkeiten, wie z. B. P(d), also die Wahrscheinlichkeit
tatséchlich defekter Flaschen berechnet werden. Genauso lassen sich Angaben Uber die Genau-
igkeit der Uberwachungseinrichtung machen.

4.2 Vorhandenes Wissen

Die Nebenbedingungen, also das vorhandene Wissen des Optimierungsproblems ergeben sich
aus den statistischen Auswertungen der Uberwachungsanlage sowie der Normierungsbedin-

gung (4.4):

P(b) = 0,05 (4.2)
P(b|d) = 0,01 (4.3)
P1+P2+P3+P4=1 (44)

Dabei stellen Glg. (4.2) eine Aussage mit der Wahrscheinlichkeit p, = P(b) und Glg. (4.3)
eine Regel mit der Wahrscheinlichkeitt pr = P(b| d) dar.

Zundchst sind alle Nebenbedingungen in algebraische Gleichungen zu wandeln, als Funktionen
der Variablen p; ... p, auszudriicken und nach Null aufzuldsen. Dies bedeutet fiir Glg. (4.2):

P(b)=005< P +P,—005=0. (4.5)
Zur Umformung des Konditionals in Glg. (4.3) wird Formel (3.6) angewendet:
P(b|d) = 0,01 < 0,99-P; —0,01-P, = 0. (4.6)

Die Normierungsbedingung in Glg. (4.4) muss lediglich nach Null aufgel6st werden:

1 Fir die Konjunktion der Verteilung gilt das Kommutativgesetz p(d, b) = p(b, d).
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Pi+P,+P;+P,—1=0. 4.7)

Mit den Gleichungen (4.5), (4.6) und (4.7) liegen nun alle drei Nebenbedingungen in Form von
Nullsummen vor, welche damit in eine Lagrangefunktion gemal Glg. (3.10) integriert werden
konnen (siehe Abschnitt 4.3).

4.3 Optimierung der Entropie
Die Lagrangefunktion £ des Optimierungsproblems gemaR Glg. (3.10) lautet:

L=_Pl'logzpl_PZ'logzpz_P3'log2P3_P4'l0g2P4
+/11(P1+P2_0,05)+/12(_0,01P1+0,99P3) (48)
+ 43P+ P, +P;+ P, — 1), VP, € [0,1]. '

Zur Ermittlung des Maximalwerts der Lagrangefunktion L wird der Gradient von L beziglich
aller P, und A; berechnet und jede der i + j partiellen Ableitungen gleich Null gesetzt:

VLp, s, = 0. (4.9)

Die Ableitung eines Terms —P, - log, P, nach P, ergibt mit — log(P,)/log(2) — 1/log(2) ei-
nen ,,etwas unhandlichen® Ausdruck. Zur Vereinfachung wird daher in Glg. (4.8) der Logarith-
mus Dualis log, durch den Logarithmus Naturalis In ersetzt. Da sich beide Logarithmusfunk-
tionen nur um einen konstanten Faktor 1/In(2) unterscheiden, fuhrt dieses zum selben Opti-
mierungsergebnis.

Damit ergibt sich aus Glg. (4.8) folgendes System nichtlinearer Gleichungen:

oL 4.10
P,

oL _

oL _

6_P3 =—In(P;)—1+099-4,+1;=0 (4.12)
oL _

oL _

i P,+P,—005=0 (4.14)
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oL

L —0,01-P, +0,99-P; =0 (4.15)
oL _

Die sieben Gleichungen (4.10) bis (4.16) beschreiben ein nichtlineares Gleichungssystem, des-
sen symbolische Losung nichttrivial ist. Daher wird ein nummerisches Verfahren angewandt,
welches beispielsweise in Matlab© implementiert ist. Zur Anwendung kommt der Levenberg-
Marquardt-Algorithmus [12], welcher auf der Methode der kleinsten Quadrate basiert und in
Matlab in der Funktion fsolve verfugbar ist.

4.3.1 Matlab-Code

Im Matlab-Code in Tabelle 2 werden die sieben Gleichungen (4.10) bis (4.16) in der Funktion
F = pd_lagr(p)'? deklariert. Zur Vereinfachung der Schreibweise wurden die drei Lagrange-
Multiplikatoren eben falls als Variablen in P beschrieben: A, == P(5), 1, = P(6) und A3 =
P(7).

Tabelle 2: Matlab-Code zur “Deklaration der partiellen Ableitungen der Lagrangefunktion.

function F = pd lagr (p)

F(l) = -log(p(l))-1+p(5)-0.01*p(6)+p (7)
F(2) = -log(p(2))-1+p(5)+p(7);

F(3) = -1log(p(3))-1+0.99*p (6)+p(7) ;

F(4) = -log(p(4))-1+p(7);

F(5) = p(1)+p(2)-0.05;

F(6) = -0.01*p(1)+0.99*p(3);

F(7) = p(1)+p(2)+p(3)+p(4)-1;

Tabelle 3 zeigt den Matlab-Code zur Optimierung. Dabei wird @pd_lagr als Function Handle
in fun deklariert. Danach werden der Startvektor P, der Optimierung festgelegt, der Leven-
berg-Marquard-Algorithmus ausgewéhlt und Optionen [13] zur Steuerung des Solvers defi-
niert. Abschlieend wird als eine erste Plausibilisierung des Optimierungsergebnisses die
Summe s der Variablen P; bis P, berechnet. Diese muss gemaR der Normierungsbedingung
stets gleich Eins sein.

12 pd,q 4, Steht fiir Partial Derivates of Lagrangian.
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Tabelle 3_ Matlab-Code zur Optimierung.

fun = @pd lagr;

PO = [0.01,0.01,0.01,0.01,0.01,0.01,0.011;

options = optimoptions('fsolve', 'Algorithm', 'levenberg-mar-
quardt') ;

options.MaxFunctionEvaluations = 1.400000e+05;
options.MaxIterations = 4.000000e+03;

P = fsolve (fun, PO, options)

s = P(1)+P(2)+P(3)+P(4)% Check der Normierungsbed.: s=1

4.4 Optimierungsergebnisse

Tabelle 4 zeigt die Wahrscheinlichkeitsverteilung P als Ergebnis des Optimierungsprozesses.
Die Genauigkeit der Resultate hangt dabei von der gewahlten Konvergenzschwelle und dem
Maximalwert an Iterationen des Algorithmus ab.

Tabelle 4: Wahrscheinlichkeitsverteilung P als Ergebnis der Optimierung.

P, = P(d,b) =0,0260 | P; =P(d,b) = 0,0003

P, =P(d,b) =0,0240 |P,=P(d,b)=0,9497

Zundachst ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung P als Ergebnis der Optimierung gemaR Tabelle
4 zu Uberpriifen. Hierzu werden die Wahrscheinlichkeiten der Nebenbedingungen (4.5), (4.6)
und (4.7) aus der Tabelle 4 berechnet. Da die Gleichungen (4.5) bis (4.7) nach Null aufgeldst
waren, sollten die Resultate dieser Plausibilisierung ebenfalls gleich Null sein oder sehr kleine
Werte ergeben.

Tabelle 5 zeigt, dass die vorgegebenen Nebenbedingungen bei der Optimierung korrekt bertck-
sichtigt wurden. Als Ergebnis dieser Betrachtungen kann die ermittelte Wahrscheinlichkeits-
verteilung P nun fiir Anfragen nach Wahrscheinlichkeiten genutzt werden.

Aus P; = P(d,b) = 0,0003 liest man unmittelbar ab, dass 0,3 Promille aller Flaschen einen
Defekt haben, der nicht erkannt wurde und P, = P(d, b) = 0,0240 besagt, dass 2,4 Prozent

aller Flaschen ohne Defekt beanstandet wurden. Man erkennt, dass die Uberwachung so einge-
stellt wurde, dass moglichst keine Defekte tibersehen werden und nimmt daftr einen héheren
Anteil an Fehlbeanstandungen in Kauf.
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Tabelle 5: Vergleich von vorgegebenen und berechneten Wahrscheinlichkeiten.

Gegebene Nebenbedingung Wahrscheinlichkeit aus Tabelle 4 Ergebnis
P(b)=005< P, +P,—005=0. | P, +P,—0,05
= 0,0260 + 0,0240 4
(4.5) — 0,05 = 0.
=N o - 1099:-P;—0,01-P, =0,99-
i(b_"? ‘42'01 ©099-F—001 0,0003 — 0,01 - 0,0260 = v B
1 =0.(4.6) —0,000252278

P1+P2+P3+P4_1=0,0260+

Pi+Py+Ps+ P —1=0.(47) 0,0240 + 0,0003 + 0,9497 = 0

In der Einleitung dieses Abschnitts 4 wurde die Frage nach der Wahrscheinlichkeit p(d) fur
tatséchlich defekte Flaschen gestellt. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit p(d) ergibt sich als
Summe der Wahrscheinlichkeiten von defekten beanstandeten und defekten nicht beanstande-
ten Flaschen. Somit ergibt sich aus Tabelle 4:

P(d) = P(d,b) + P(d,b) = 0,0260 + 0,0003 = 0,0263 (4.17)

Auf diese Weise kdnnen auch alle anderen a priori Wahrscheinlichkeiten* aus der vollstandi-
gen Wahrscheinlichkeitsverteilung P gemaR Tabelle 4 berechnet werden.

Zur Ermittlung von Konditionalen aus Tabelle 4 wird die Definition der bedingten Wahrschein-
lichkeit verwendet:

P(4;,B;)

PP(Bj| 4;) = TA,-)

(4.18)

So betragt beispielsweise der Anteil nicht defekter Flaschen unter den nicht beanstandeten Fla-
schen

P(d,b) 0,9497
p(b) ~ 0,9500

P(d|b) = = 0,9997. (4.19)

Das einfache Berechnungsbeispiel soll die grundlegende Vorgehensweise zur Anwendung des
Prinzips der maximalen Entropie beschreiben. Das ganze Potenzial des Prinzips zeigt sich aber
in zunehmendem MafRe erst mit steigender Modellkomplexitat und einer grofieren Anzahl an
Nebenbedingungen.

Die durch das Prinzip der maximalen Entropie berechneten Wahrscheinlichkeiten reprasentie-
ren die aus informationstheoretischer Sicht bestmdglichen Annahmen, da sie dem vorhandenen
Wissen so wenig wie moglich nicht gegebenes Wissen hinzufiigen. Dadurch ermittelt das

13 Die (in diesem Beispiel geringe) Abweichung vom Sollergebnis Null hangt von den gewahlten Optimierungsop-
tionen, wie z. B. maximale Anzahl der Iterationen des Algorithmus ab.

14 A priori Wahrscheinlichkeiten sind naheliegende oder augenscheinliche Wahrscheinlichkeiten, welche noch
nicht durch Experimente a posteori abgesichert sind.
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Prinzip der maximalen Entropie die bestmégliche Wahrscheinlichkeitsverteilung unter der Pra-
misse dieser bestmdglichen Annahmen.
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